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EXERCICE 1 par suite f(z,y) = f o ®(u,v) = f*(u,v) = F(u) = F(zy), avec F
oh de classe C! sur R
1) 9 0 <= h = C'te qui ne dépond pas de v mais seulement de u, donc 4) a) Les application linéaires de R? vers R s’écrivent sous la forme
_ ; - 0 0
h(u,v) = hy(u), comme h est de classe C!, alors h; 1'est aussi. g(z,y) = ax+By, donc xﬁ_i_ya_i = ar+by < ax— Ly = ax+by,

2) a) @ est de classe C' sur R?, car ses fonctions coordonnées associées

rendre donc g(x,y) = ax — by.
Dy : (u,v) — ue’ et Dy : (u,v) — e~ sont de classe C! sur R? en P 9(.y) Y

: , . P
tant que produit et composé de fonctions de classe C! sur R?. b) La solution générale, f de I’équation x—— 3 ya_f = ax + by, s’écrit
D’autre part, V(z,y) € Q,3v = —lny € Rtelque:y = x Yy ' .
e ot u = ay € Rtelque:ao = ue’, donc W(u,0) € sous la forme f = fg+g,ou fy(z,y) = F(zy) est la solution générale

de I'équation homegene sans second membre, et g(x,y) = ax — by

R? tel que : (z,vy) = ®(u,v), et donc ® est bijective. . .o , .
d (z,y) (u,) JeLh une solution particuliere de 1’équation avec second membre.

b) D’aprés ce qui précede, on a : ®~(xz,y) = (vy,—Iny) qui est
de classe C! sur €, car ses fonctions coordonnées associées ®;'
(2,9) — zy et ®y : (x,9) — —Iny sont de classe C! sur €, en tant
que produit et composé de fonctions de classe C! sur €.

3) a) f*= fo® estde classe C' sur R? car ® est de classe C' sur R? et
f est de classe C! sur ®(R?) = , avec les relations suivantes :

PROBLEME.
Deuxieme partie

1) g est de classe C', en tant que primitive de f qui est continue.

of* O 0f L% Ay 8f _ e“g On a¢(f)(z) = @ pour z > 0, donc 1 est continue sur R? .
du  Oudr  ou dy Ox Pour z # 0, le théoréeme des accroissement finie, donc g(z)—g(0) = z¢'(c)
. avec ¢ compris entre 0 et z, d’ou ¥(f)(z) = f(c) — f(0) =¥ (f)(0) car
of @ of 4+ =2 oy of = e 207 —e ~0f g(0) =0 et ¢’ = f continue, donc (f) est continue sur R*, autrement
ov ov dr ' Ov Oy oz dy dit o(f) € E
b) D’aprés la question précedente, on a : 2 >0etz>0,d / V f(t)dt > 0.
of Lof N af o7 ) Vf>0etzx onc Y(v/f
EN ue” or —€ B_y 8x y@y =0, donc f*(u,v) = F(u) et D’autre part : en utilisant llnegahte de Cauchy-schwarz pour 1 et v/f,
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3)

4)

5)

on aura : %/Om\/f(t)dt <

%\//Oxdt\//:f(t)dt

3 [ s = i

0
On aura égalité, s’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-schwarz pour
1 et v/f, donc s'’ils sont proportionnels, c’est & dire f est constante.

a)

11 est clair que ¥(f + Ag) = ¥ (f) + A\Y(g), n'oubliez pas de le men-
tionner pour z = 0, donc 1 est linéaire.

D’autre part d’aprés 1.1) ¢(f) € E, Vf € E, donc ¢ est un endo-
morphisme de E.

fe Ker(zp) :>¢ )=0, Vx>0

/ Ft)dt =0, Yz >0

= f(x)=0,Vz >0
Donc 9 est inJectlve

D’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f) est de classe C' sur R%, donc
toute fonction de E qui ne l'est pas ne peut pas étre de la forme
W(f), c’est a dire n’admet pas d’antécédant, donc 1) n’est pas sur-
jective. F'(x) = |xr — 1| est un exemple de fonction de E qui n’est
pas de classe C' sur R, car non dérivable en 1.

Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du 1ér ordre a
coéfficients non constant dont la solution est :

—tdt
— Ke / — Ke'5o e — K50

f est prolongeable en 0% si et seulement si lim f(x) est finie

Tr—

st et seulement si >0 si et seulement s1 0 < XA < 1.

0 ne peut pas étre une valeur propre de ¢ car elle est injective.

Soit f € E non nulle telle que ¢(f) = pf, donc f = l¢(f) car
J

p # 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f)
est de classe C* sur R*, donc f aussi.

1) a)

Soit A valeur propre de ¢ et f vecteur propr associé, donc ¢(f)(z) =
Af(x), d’ou / f(t)dt = Az f(x), en dérivant cette égalité on ob-

0
tient : Az f’ ( ) (A—1)f(z) =0, dont les solutions sont :
f(z) = Kz'%", dérivables sur 10, +o00[ pour tout A €]0, 1].

Troisieme partie

Pour tout segment [a,b] C R, on a d’aprés I'inégalité de Cauchy-

L[?wﬂt' _¢/1ﬂ ﬁJ/

“+oo
Fm¢/gwﬁ
0
Donc fg est intégrable sur R™

Schwarz :

<M=
0

Il est clair que 'application nulle est de carré intégrable, donc ap-
partient a Fy, d’autre part, soit (f,g) € F, A € R, alors :
(f+Xg)? = f2+ 2 fg + ¢* car f2 fg,g* sont toutes intégrables,
donc f+ Ag € E5 et par suite Ey est un sous-espace vectoriel de E.
+0o0 +00
(f.9) = f(t)g(t)dt = g9(t)f@)dt = (g, f)-
0 0

— Bilinéarité : (f + A\g,h) = (f,h) + A(g, h), car Uintégrale est
linéaire, d’ou la linéarité a gauche, a l'aide de la symétrie on
conclut la bilinéalrité.Jroo

0=
<mwoé/

0
continue positive, donc f = 0.

%WMWWW~MWM%
Y(f) sont continues sur R* et g(0) =
g°(

T — (@7 — oy
g*(t)
2

continue sur R*, donc t —
geable par continuité en 0F.

— Symétrie :

— Positive : f2(t)dt > 0.

—+00

— Définie : fA(tydt = 0 = f* =0, car f?

0, quand t — 07, car g et

quand t — 0%, car ¢(f) est

est intégrable sur |0, b] car prolon-
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" g*(1)
D’autre part : / w(f = / dt, par définition de ¥ (f),
0

pour l'autre égalité on va utiliser une 1ntegrat10n par parties, avec
u=g*(t),v" = =, donc u' = 2¢'(t)g(t) et v = —%, d’ou :
[£0 - - g2<t>]” oo [0,
o 12 t |, ot
_9°) 2/b gl(ﬂtg(t)dt
0

b 2
car : lim g (t)
t—>07L

+2/ft>wf
o(t)

Dt <2/ £(#)
< 2\/ A f2(t)dt\/ [ v

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwarz.

=0

,T—wf)()

t)dt D’aprés (1) :

/w

/ W(f)?(t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier avec et
on obtient encore le résultat demandé.
d) Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +o0.

e) D’aprés 2-5) on peut conclure que 1, est 2-lipshitzienne, donc conti-
nue.

3) a)
b) Faire tendre b vers +oo dans (1), en utilisant 3-1).

4) () =2fIF = ((f) —2f (f) - 2f)
= |(@Z)(f) () =AW (), f) +4(f, f)

= [[P(NII” = 4@ (f). £) + 4 fI”
= —4(f), /) +8|IF1I*  Car: [[(N)Il = 2]|£|
= —4@(), ) + 2 (NP Car = ([N =211l

=0 D’aprés 3-2)

Donc ¥(f) —2f = 0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur propre de
1, impossible puisque les valeurs propres de ¢ sont les A\ €]0, 1].

5) a) fi(z)=e

b) Pour x #0,on a: ¥(f,)(z) = —

—2az st évidement intégrable sur RY, avec :

2 __ oo —2a:(; 1
e A
0 a

)(2) = — Oxe—“tdtz - ™
Pour x =0, on a : w( fa)(0) = f,(0) = 1.
(Fai(f)) = / Fula)d(f) (2)da

0
1 +00 e—aT _ e—Zax
= - —dx
a Jo X

1
= —1I(a,2a)

na .
= —— D’aprés 1-4 de la lere partie
a

(”mfﬁ”)Q = 2a((/,), ¥(f,) D'aprés 1-1
= 4a'(fa> w(fa))

axr

D’aprés 3-2, 3eme partie

=4lna
Do : Uy e
|1 fall
_ IR In(1+ )
Pour z # 0, ona.z/J(f)(a:)—; i 1—+tdt_ .
Pour x =0, on a : ¢(f)(0) = f(0) = 1.

Au voisiange de 0 : f?(x) ~ 1
Au voisinage de +o0 : f*(z) ~ —;, donc f* est intégrable sur R¥,
T

or f continue, donc f € Ej.
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—+00

(Flo(f) = /0 FIOB(f) (1)de 1) a) Pour tout segment [a,b] C RT, on a d’aprés 11nega11te de Cauchy-
B /+°° In(1+1¢) Schwarz : / f(t) dt \// At dt\/
- 01 (1 + t) n +
= | —Zdt — 2t <M= f g-(t)dt
/0 t(1+1) . t(l}r+t) 0 (£)dt 0 )
Yn(1 +¢ In (1t 1 inté +
_ / t((l i—t)) gt +/ 1(+ )du Avec - 4t — : Donc fg est intégrable sur R
0 In(1 +¢) lr(l) ( 14t ) b) 1l est clair que I'application nulle est de carré intégrable, donc ap-
— / ( Y T dt  On remplace u par t partient & Fy, d’autre part, soit (f, g) € Fa, A € R, alors :
o (1+1) * (f +Xg)? = f24+2\fg + ¢° car f?, fg,g* sont toutes intégrables,
_ / 1+ +1) - tlntdt donc f 4+ Ag € E5 et par suite Fy est un sous-espace vectoriel de E.
0 t(1+1)
"/In(1+¢) Int s e e
[ (B Q) - Syméties (f9)= [ gl = [ o050t = (g.1).
0 0
' — Bilinéarité : (f + Ag,h) = (f,h) + A(g,h), car I'intégrale est
¢) (Intln(l+1t)) = In(1+1¢) n Int donc IntIn(1 + ) est une primi- linéaire, d’O'l\l' 15,1 l‘in/éarité a gauche, a l'aide de la symétrie on
1 115 1+t conclut la b1hnear1te.+
t t *°
tive de ¢ : ) 4 1115' ~ Positive : (f, f) :/ F2(t)dt > 0.
"In(1 +¢) ' In ’ +oo
Calculons d’abord : fdt et 1——|—tdt’ en effet — Définie : (f,f) = 0 = / fQ(t)dt =0= f>=0, car f?
0 0 0
/1 ln(lt—l— t) dt = [ntin(1 + t)](l) _ /1 fj_ttdt continue positive, donc f = 0.
0 0 2
, . . t
Intégration par partics avee : 2) a) = (1) — gOR()0) = 0, quand 1 — 0%, car g et
u=1In(l+1t) v = p Y(f) sont continues sur Rt et g(0) = 0.
1
/ v=Int 9*(t) 2 2
Lt b) L = @@ — WO, auand £ — 0°, car v(7) est
= — dt
/0 T+t continue sur RT, donc ¢ — g°(t) est intégrable sur |0, b] car prolon-
Car au voisinage de 07 : Intln(1+¢) ~tInt — 0 n t?
geable par continuité en 0.
b b 2
t
D’autre part : / V() () dt = / g°( )dt par définition de 9 (f),
0
pour 'autre egahte on va utiliser une mtegratlon par parties, avec
1
Deuxiéme partie u=g(t),v = t_2’ donc v’ = 2¢/(t)g(t) et v = —7 d’ott :
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/Obgz(t)dt - [_92(t)r+2 bwdt

0 0

t
g0, [0,

/w t)dt <2/ f(t) t)dt D’aprés (1) :

< 2\/ A f2(t)dt\/ [ v

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwarz.

/ W(f)?(t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier avec et
on obtient encore le résultat demandé.

d) Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +oc.
3) a)

Au voisinage de +oo : f3(x) ~ i donc f? est intégrable sur R,
or f continue, donc f € Fj. v

+oo
) = [ roun@a

0
T In(1 +t)
dt
t(1+1)

1 oo
:/ +tdt+/ ln(l—l—t)dt
1+t Lt +1)

+ dt—i—/ L“)alu Avec:u:1
1—|—t 0o 14w t

t

n(l+t) 1 +t
< + " ( )) dt  On remplace u par t
e

t(1+1) 14+t
+t)In(l1+1¢t) —tlnt
t(1+1)

n(1
_ ( +t) lnt)dt
1+t

In(1+¢) Int
Intln(l+1¢) =
(ntin(1 + 1) = 2204 28

In(1+t¢) Int

dt

donc IntIn(1 +t) est une primi-

tive de : + T2
b) Faire tendre b vers +o0o dans (1), en utilisant 3-1). + In(1
4) Hw(f) _2fH2 — (w(f) _2f7¢<f) _Qf) Calculons dabord . /; / —dt en effet .
= (W (f) 0(f)) —4(f), [) +4(f. ) UIn(1 +¢) U nt
— 1[UNIP = 46 (), P L Al | = = e ;- / T
= —4(v(f), f) + 8| fII 2Car YOOI = 2] f]] Intégration par parties avec :
= —4((f), /) + 20 (NIF - Car: [[o(f)I] = 2[f]] _ ,_ 1
=0 D’aprés 3-2) u=n{l+t) v'= +
Donc ¢(f) —2f =0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur propre de u = 1 v =1Int
1, impossible puisque les valeurs propres de ¢ sont les A €]0, 1]. 11+1f1t
x = — dt
5) a) Pourz#0,ona: (f)x) = / L g l+a) /0 1+t
z Jo 1 +t z Car au voisinage de 07 : Intln(1+¢) ~tInt — 0
Pour z =0, on a : ¥(f)(0) = f(0) =
b) Au voisiange de 0 : f?(z) ~ 1
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Fin.
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